Obicne diferencijalne jednadzbe
2. reda

U ovoj lekeiji viezbamo rjeSavanje jedne klase obiénih diferencijalnih jednadzbi 2. reda
— radi se o linearnim obicnim diferencijalnim jednadZbama 2. reda s konstantnim
koeficijentima. To su jednad?be oblika
'+ py +qy = f(x),
gdje su p i g realni brojevi, a f(x) neka funkeija varijable x. Nepoznanica ove jed-
nadZbe je y = y(x), a rijediti jednadZzbu zna€i dobiti eksplicitan izraz za funkeiju y.
Kao i inage, razlikujemo dvije situacije:

(a) Ako je f(x) =0, gornja jednadZba ima oblik
Yitpy'+qy=0
i zovemo je homogena jednadzba.

(b) Ako je f(x) # 0, gornja jednadzba ima opéeniti oblik (gdje je s desne strane
neka nenul funkcija varijable x). U tom sluéaju jednadzbu zovemo nehomogena
jednadZba.

U sljedecem odlomku opisujemo kako se rjesavaju homogene jednadzbe drugog
reda s konstantnim koeficijentima,

Homogene jednadzbe

Homogene jednadzbe oblika

V' 4gy=0
rjesavaju se pomocu (zv. karakteristi¢ne jednadzbe, koju iz diferencijalne jednadZbe
dobijemo uvodenjem parametra A po sljedeéem principu

y —= 1
¥ = 4
W = AR

Tako gomjoj jednadZbi pripada sljedeéa karakteristiéna jednadzba:
A4 pA +g=0.

Kao i kod svake kvadratne jednadZbe, njena rieSenja 1, » mogu biti;
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(a) realni i razli¢iti brojevi — u tom sluaju rjeSenje homogene diferencijalne jed-
nadzbe dano je s
¥(x) = Ce** + Cre™,

gdje su Cy i Cs realne konstante,

(b) realni i jednaki brojevi (4; = A2) — ovdje je rjeSenje homogene diferencijalne
jednadzbe dano s

y(x) =M (C; +Cox), C,CER

{c) kompleksni brojevi — u tom slucaju vrijedi 4; » = a = Bi, jer znamo da su kom-
pleksna rjeSenja kvadratne jednadZbe medusobno konjugirana. U ovom slugaju
rjeSenje homogene diferencijalne jednadzbe dano je s

y(x) = e™(Cycos Bx+CasinBx). C1.Cr € R,
Rijefimo nekoliko primjera.
Primjer 1 Rijedite dilerencijalnu jednadzbu

¥ =5y +6y=0.

RjeSenje: Karakteristicna jednadZba koja pripada ovoj diferencijalnoj jednadzbi
glasi
A* =51 +6=0,

a njena su rjeSenja A; = 2, A = 3. Kako su rjedenja razli¢iti realni brojevi,
imamo da je rie3enje zadane diferencijalne jednadzbe

¥(x) = C1e™ + Ce*, C,GeR.

Primjer 2 Rijefite diferencijalnu jednadzbu

VHdy +4y=0.

Rjesenje: U ovom slucaju karakteristicna jednadzba glasi
A2 +41 +4=0.
Njeni korijeni su jednaki realni brojevi Ay » = —2, pa rjeSenje glasi
¥(x) = e *(C) +Cax), C),C€R.

Primjer 3 Rijesite
Yi+y=0.



Rjefenje: Ovoj jednadZbi pripada karakteristi¢na jednadzba
A+1=0,

Cija su rjeSenja A » = +i. pa vidimo da je & = 0, § = 1 (to su realni i imaginamni dio
Jjednog od ovih korijena!). Stoga je rjeSenje dano s

¥(x) = "¥(C cos | -x+Casinl - x) = Cy cosx +Cysinx, C,,C>eR.

Napomena:

Ako Zelimo zadat Cauchyjev problem (diferencijalna jednadzba s jednim ili vise
pocetnih uvjeta) Cija je diferencijalna jednadZzba drugog reda, prirodno je zadati ne
Jjedan (kao Sto je to bilo kod obitnih diferencijalnih jednadzbi prvog reda), veé dva
pocetna uvjeta. Naime, vidimo vec iz gore opisanih rjeenja da postoje dvije neodre-
dene realne konstante C) i C>. Tek zadavanjem dva pocetna uvjeta dobivamo sustav od
dvije jednadzbe s dvije nepoznanice, ¢ijim rjeSavanjem potom u potpunosti fiksiramo
konstante Cy i Ca, tj. dolazimo do jedinstvenog rjeSenja. Najtesée se ti podetni uvjeti
odnose na neke vrijednosti same funkcije i njene prve derivacije.

Primjer 4 RijeSite sljede¢i Cauchyjev problem (nadite partikularno rjesenje diferen-
cijalne jednadZzbe koje zadovoljava zadane pocetne uvijete):

YAy +2y = 0
¥(0) I
Y() = -1

Il

Rjefenje: Najprije rjeSavamo diferencijalnu jednadZbu. Njena karakteristicna jed-
nadzba je
AP +31+2=0,

a rjeSenja te jednadzbe dana sus 4 = -2, A; = 1, pa je opée rjefenje diferencijalne
jednadZbe dano s
¥x)=Cre*+Ge*, C.C2eR.

Kako bismo odredili partikularno rjeSenje, koristimo poCetne uvjete:

yx) =Cie ™ +Ce™ = O =Ci+GC=1
J"(_r)=‘2C|E’ 1\'_Cze’l =, _V’{O)"—‘—2C| SO

Dolazimo do sustava jednadZzbi

Ci+G = 1
=20,=Cs = =1,

odakle izlazi C) = 0,C; = 1. UvrStavanjem u opce rjeSenje dolazimo do partikularnog
rjcSenja (rjeSenja zadanog Cauchyjevog problema);

yix)=e™.

Zadatak 1 RijeSite sljedece diferencijalne jednadzbe:

RUEST7/




RUES (T |

-—

v

r"‘\

1)y —9y=0
2) ¥ +4y' +13y=0

DY Hg gl 5 vi®) STR. 4154 .

4 ’H_z‘l Sy =0 /
) Yy =2y +5) > viP| STR. 1% ¢
5) ¥ =9 4+9y=0 -

6) '~ y=0.
Zadatak 2 Odredite partikularna rjeSenja sljedeéi diferencijalnih jednad?bi s podetnim
uvjetima:

1) y'=5y'+4y=0,y(0) =5,)/(0) =8

2) Y'+4y=0,y(0)=0,y(0)=2 =QviPl Sm2. 154

3) ' +2y =0,9(0) = 1,¥(0) =0

4) ¥ +3y =0,5(0) =0,¥(3) = 0.

—

Nehomogene jednadzbe

Rjesenje nehomogenih jednadzbi
Y+ py +qv= flx)

dano je s

y=yo+Y,
gdje je yg opce rjefenje pripadne homogene jednadzbe, a ¥ je neko (partikularno) rje-
Senje nehomogene jednadZbe, Koje u ovisnosti od oblika funkcije f(x) trazimo u slje-
dec¢em obliku:

(1) Ako je f(x) = e™F,(x), gdje je P,(x) polinom n—tog stupnja:

1) u sluCaju da a nije rjeSenje karakteristiéne jednadZbe pripadne homogene
jednadzbe, ¥ trazimo u obliku ¥ = ¢*Q, (x), gdje je @y (x) neki polinom s
neodredenim koelicijentima

i) u sluCaju da @ jest rjeSenje karakieristi¢ne jednadzbe pripadne homogene
jednadzbe, ¥ traZimo u obliku ¥ = x"¢%*Q, (x), gdje je r kartnost a kao kori-
Jena karakteristi¢ne jednadzbe (broj koliko se puta a pojavijuje kao rjesenje
te jednadzbe — to moze biti 1 ili 2), a Q,(x) je neki polinom s neodredenim
koeficijentima

(2) Ako je fx) = e* - [P;(x)cosbx + Qu(x)sinbx], gdie je B,(x) polinom n—tog
stupnja, a @y, (x) polinom m - tog stupnija:

1) u slucaju da a -+ bi nisu korijeni karakteristi¢ne jednadzbe pripadne homo-
gene jednadzbe, ¥ trazimo u obliku ¥ = %" [Sy(x) cosbx + Ty (x)sin bx],
gdje su Sy(x) i Ty(x) polinomi istog stupnja N = max(m,n) (stupnja jed-
nakog maksimalnom stupnju od stupnjeva polinoma koji se pojavljuju u
[f(x)), i to s neodredenim koeficijentima
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