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Numeri£ka integracija

Za²to
∫ b
a f (x)dx = F (b)−F (a) nekad nije dovoljno dobro?

f moºe biti poznat samo za odre�ene parametre, dobiven

uzorkovanjem i sl.,

poznata formula za f , ali te²ko ili nemogu¢e prona¢i

elementarnu primitivnu funkciju. Npr.
∫

e−x
2
dx

znamo F primitivnu funkciju od f , ali moºda je lak²e

numeri£ki aproksimirati povr²inu nego izra£unati primitivnu

funkciju. Npr. primitivna funkcija je dana kao funkcijski red ili

zahtjeva neke specijalne funkcije koje nemamo na kalkulatoru



Numeri£ka integracija

Numeri£ka integracija

Slika: Numeri£ka integracija je traºenje numeri£ke aproksimacije

povr²ine podru£ja ozna£enog slovom S .



Najjednostavnija ocjena:

(b−a)min
[a,b]

f ≤
b∫
a

f (x)dx ≤ (b−a)max
[a,b]

f

Slika: Donje (zeleno) i gornje (zeleno+plavkasto) Darbouxove sume
funkcije f (x) = 1

3
t3−3t2+8t−5 za razdiobu segmenta na 4 dijela

R = (1, 1.7, 2.5, 3.5, 5).

Prednosti: to£no odre�eni segment u kojem leºi vrijednost
Mane: te²ko odrediti min i max, gruba ocjena, vrlo neprecizna



Numeri£ka integracija

Izra£unati aproksimaciju povr²ine Darbouxovim sumama. . .

Slika: Donje (zeleno) i gornje (zeleno+plavkasto) Darbouxove sume
funkcije f (x) = 1

3
t3−3t2+8t−5 za razdiobu segmenta na 4 dijela

R = (1, 1.7, 2.5, 3.5, 5).

Prednosti: to£no odre�eni segment u kojem leºi vrijednost, mogu¢nost
proizvoljnog pove¢anja preciznosti pro�njenjem razdiobe
Mane: te²ko odrediti min i max, op¢enito spora konvergencija
(gre²ka∼ ²irina podsegmenata= 1

n )



Numeri£ka integracija

Gre²ka aproksimacije

Neka je dana neka vrijednost v i njena aproksimacija vapprox .

Apsolutna gre²ka je |v − vapprox | .

Relativna gre²ka je
v − vapprox

v
= 1− vapprox

v
.

Postotna gre²ka je
v − vapprox

v
·100%=

(
1− vapprox

v

)
·100%



Numeri£ka integracija

Gre²ka aproksimacije

To£na gre²ka je u praksi uvijek nepoznata. Koristimo ocjene gre²ke:

maksimalnu gre²ku,

npr. ocjene pomo¢u min i max

red konvergencije ovisi o ²irini segmenata d ∼ 1
n
,

npr. kada pro�njujemo razdiobu segmenta na n jednakih
podintervala ²irine d , gre²ka izme�u Darbouxove sume i
integrala integrabilne funkcije teºi k nuli usporedivo kao niz
d ∼ 1

n

dp = 1

np
brºe konvergira k nuli £im je potencija p ve¢a, bolje

numeri£ke metode



Pregled numeri£kih metoda

Metoda srednja to£ka trapez Simpson

Formula M = d · f1 T = d
2
(f0+ f2) S = d

6
(f0+4f1+ f2)

Max. gre²ka (b−a)f (2)(ξ )
24

·d2 (b−a)f (2)(ξ )
12

·d2 (b−a)f (4)(ξ )
2880

·d4

�elimo nekim
jednostavnim
postupkom pribliºno
odrediti zelenu
povr²inu ispod grafa
funkcije.



Pregled numeri£kih metoda

Metoda srednja to£ka trapez Simpson

Formula M = d · f1 T = d
2
(f0+ f2) S = d

6
(f0+4f1+ f2)

Max. gre²ka (b−a)f (2)(ξ )
24

·d2 (b−a)f (2)(ξ )
12

·d2 (b−a)f (4)(ξ )
2880

·d4

Obra�ujemo samo
metode koje
segment dijele na n

jednakih
podsegmenata
duljine d . Moºemo
koristiti vrijednosti
funkcije u krajevima
i u sredini
podsegmenta.



Aproksimacija pravokutnikom odre�enim srednjom to£kom

Metoda srednja to£ka trapez Simpson

Formula M = d · f1 T = d
2
(f0+ f2) S = d

6
(f0+4f1+ f2)

Max. gre²ka (b−a)f (2)(ξ )
24

·d2 (b−a)f (2)(ξ )
12

·d2 (b−a)f (4)(ξ )
2880

·d4

Vrlo je jednostavno
aproksimirati
povr²inu sa
pravokutnikom
²irine d , a visine
odre�ene
vrijedno²¢u funkcije
na pola
podsegmenta.
Vrijednosti funkcije
na krajevima
podsegmenta ova
metoda ne koristi.



Aproksimacija pravokutnikom odre�enim srednjom to£kom

Metoda srednja to£ka trapez Simpson

Formula M = d · f1 T = d
2
(f0+ f2) S = d

6
(f0+4f1+ f2)

Max. gre²ka (b−a)f (2)(ξ )
24

·d2 (b−a)f (2)(ξ )
12

·d2 (b−a)f (4)(ξ )
2880

·d4

Gre²ka je odre�ena
sa d2. Kada je d

vrlo mali ova
aproksimacija je
mnogo bolja od
aproksimacije
maksimumom ili
minimumom.



Za²to je gre²ka
(b−a)f (2)(ξ )

24 ·d2?

Taylorov razvoj oko polovi²ta x0 podsegmenta
[
x0− d

2
,x0+

d
2

]
:

f (x)= f (x0)+f ′(x0)(x−x0)+
f ′′(ξ )

2
(x− x0)

2︸ ︷︷ ︸
tzv. ostatak

, ξ ∈
[
x0− d

2
,x0+

d
2

]
Integracija:



Za²to je gre²ka
(b−a)f (2)(ξ )

24 ·d2?

Segment [a,b] na kojem integriramo dijelimo na n podsegmenata

duljine d = b−a
n

. . .



Aproksimacija trapezom

Metoda srednja to£ka trapez Simpson

Formula M = d · f1 T = d
2
(f0+ f2) S = d

6
(f0+4f1+ f2)

Max. gre²ka (b−a)f (2)(ξ )
24

·d2 (b−a)f (2)(ξ )
12

·d2 (b−a)f (4)(ξ )
2880

·d4

Intuitivno je
aproksimirati
povr²inu s trapezom
²irine d i vrhovima
odre�enima
vrijedno²¢u u
lijevom i desnom
kraju podsegmenta.
Vrijednost funkcije
u sredini nije
iskori²tena.



Aproksimacija trapezom

Metoda srednja to£ka trapez Simpson

Formula M = d · f1 T = d
2
(f0+ f2) S = d

6
(f0+4f1+ f2)

Max. gre²ka (b−a)f (2)(ξ )
24

·d2 (b−a)f (2)(ξ )
12

·d2 (b−a)f (4)(ξ )
2880

·d4

Gre²ka je odre�ena
sa d2, usporedivo sa
metodom srednje
to£ke. Kada je d

vrlo mali ova
aproksimacija je
mnogo bolja od
aproksimacije
maksimumom ili
minimumom.



Simpsonova formula

Metoda srednja to£ka trapez Simpson

Formula M = d · f1 T = d
2
(f0+ f2) S = d

6
(f0+4f1+ f2)

Max. gre²ka (b−a)f (2)(ξ )
24

·d2 (b−a)f (2)(ξ )
12

·d2 (b−a)f (4)(ξ )
2880

·d4

Simpsonova formula
provla£i parabolu
kroz 3 istaknute
to£ke i ra£una
povr²inu ispod te
parabole.



Simpsonova formula

Metoda srednja to£ka trapez Simpson

Formula M = d · f1 T = d
2
(f0+ f2) S = d

6
(f0+4f1+ f2)

Max. gre²ka (b−a)f (2)(ξ )
24

·d2 (b−a)f (2)(ξ )
12

·d2 (b−a)f (4)(ξ )
2880

·d4

Kada je d jako
malen, a graf
funkcije gladak (nije
izlomljen) gre²ka se
pona²a poput d4 ²to
daje aproksimaciju
superiornu ranije
spomenutima.



Ocjena gre²ke

Metoda srednja to£ka trapez Simpson

Formula M = d · f1 T = d
2
(f0+ f2) S = d

6
(f0+4f1+ f2)

Max. gre²ka (b−a)f (2)(ξ )
24

·d2 (b−a)f (2)(ξ )
12

·d2 (b−a)f (4)(ξ )
2880

·d4

Maximalna gre²ka ovisi o

duljini segmenata b−a,

duljini podsegmenata (d) na
koje je podijeljen, te

nekoj vi²oj derivaciji
(crveno).

�lan s derivacijom moºe se
ograni£iti ekstremima te
derivacije na segmentu.
U praksi £esto derivacija nije
poznata!

Npr. ako:

poznajemo M2 tako da∣∣max f (2)
∣∣≤M2 i

ºelimo gre²ku

aproksimacije manju od E

kod trapezne formule

zbog E ≤ (b−a)M2

12
d2

potrebno je segment

podijeliti u dijelove duljine

d ≤
√

12E
(b−a)M2
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derivacije na segmentu.
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12
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potrebno je segment
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d ≤
√

12E
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Ocjena gre²ke

Metoda srednja to£ka trapez Simpson

Formula M = d · f1 T = d
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Max. gre²ka (b−a)f (2)(ξ )
24
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·d2 (b−a)f (4)(ξ )
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·d4

Ukoliko unutar podsegmenta

funkcija ima skok ili lom gre²ka

raste.

Treba prelomiti segment

upravo na problemati£nim

mjestima.
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Ocjena gre²ke

Metoda srednja to£ka trapez Simpson

Formula M = d · f1 T = d
2
(f0+ f2) S = d

6
(f0+4f1+ f2)

Max. gre²ka (b−a)f (2)(ξ )
24

·d2 (b−a)f (2)(ξ )
12

·d2 (b−a)f (4)(ξ )
2880

·d4

Ukoliko unutar podsegmenta

funkcija ima skok ili lom gre²ka

raste.

Treba prelomiti segment

upravo na problemati£nim

mjestima.

Ukoliko je funkcija izlomljena

(nema prvu derivaciju) ili nema

drugu derivaciju treba

izbjegavati Simpsonovu

metodu ra£unanja povr²ine.



Primjer: povr²ina brodskog rebra iznad vodene linije

Slika: Linije brodskih rebara s istaknutom vodenom linijom



Primjer povr²ine brodskog rebra

Npr.

zadan je pro�l brodskog rebra

iznad vodene linije:

Jednolika raspodjela dijeli

segment na dijelove

jednake duljine

Jednolika raspodjela nije

optimalna zbog "loma".

Na ozna£enom mjestu

aproksimacija pravcem i

parabolom nije primjerena.

U tablicu upisujemo visinu rebra (yi ) na

poziciji udaljenoj xi slijeva.

Mnogo je bolje od po£etka podijeliti

segment na mjestu "loma".

Svi podsegmenti ne¢e biti iste duljine,

ali aproksimacija ¢e biti bolja.

Lijevo je pro�l nepravilniji (derivacije!) i

stoga uvodimo vi²e podsegmenata (iste)

duljine.

Desno se pro�l malo mijenja i stoga

manje dijelova (druge duljine).



Primjer povr²ine brodskog rebra

Npr.

zadan je pro�l brodskog rebra
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6
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Npr.
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stoga uvodimo vi²e podsegmenata (iste)

duljine.

Desno se pro�l malo mijenja i stoga

manje dijelova (druge duljine).



Primjer povr²ine brodskog rebra

Npr.

zadan je pro�l brodskog rebra

iznad vodene linije:

Jednolika raspodjela dijeli

segment na dijelove

jednake duljine

Jednolika raspodjela nije

optimalna zbog "loma".

Na ozna£enom mjestu

aproksimacija pravcem i

parabolom nije primjerena.

i 0 1 2 3 4 5 6

xi 0 125 250 375 500 625 750

yi 24 354 520 522 528 533 538

U tablicu upisujemo visinu rebra (yi ) na

poziciji udaljenoj xi slijeva.

Mnogo je bolje od po£etka podijeliti

segment na mjestu "loma".

Svi podsegmenti ne¢e biti iste duljine,

ali aproksimacija ¢e biti bolja.

Lijevo je pro�l nepravilniji (derivacije!) i

stoga uvodimo vi²e podsegmenata (iste)

duljine.

Desno se pro�l malo mijenja i stoga

manje dijelova (druge duljine).



Primjer povr²ine brodskog rebra

Npr.

zadan je pro�l brodskog rebra

iznad vodene linije:

Jednolika raspodjela dijeli

segment na dijelove

jednake duljine

Jednolika raspodjela nije

optimalna zbog "loma".

Na ozna£enom mjestu

aproksimacija pravcem i

parabolom nije primjerena.

i 0

1 2 3 4 5

6

xi 0

53 106 159 212 479

750

yi 24

220 336 441 518 528

538

U tablicu upisujemo visinu rebra (yi ) na

poziciji udaljenoj xi slijeva.

Mnogo je bolje od po£etka podijeliti

segment na mjestu "loma".

Svi podsegmenti ne¢e biti iste duljine,

ali aproksimacija ¢e biti bolja.

Lijevo je pro�l nepravilniji (derivacije!) i

stoga uvodimo vi²e podsegmenata (iste)

duljine.

Desno se pro�l malo mijenja i stoga

manje dijelova (druge duljine).



Primjer povr²ine brodskog rebra

Npr.

zadan je pro�l brodskog rebra

iznad vodene linije:

Jednolika raspodjela dijeli

segment na dijelove

jednake duljine

Jednolika raspodjela nije

optimalna zbog "loma".

Na ozna£enom mjestu

aproksimacija pravcem i

parabolom nije primjerena.

i 0

1 2 3

4

5

6

xi 0

53 106 159

212

479

750

yi 24

220 336 441

518

528

538

U tablicu upisujemo visinu rebra (yi ) na

poziciji udaljenoj xi slijeva.

Mnogo je bolje od po£etka podijeliti

segment na mjestu "loma".

Svi podsegmenti ne¢e biti iste duljine,

ali aproksimacija ¢e biti bolja.

Lijevo je pro�l nepravilniji (derivacije!) i

stoga uvodimo vi²e podsegmenata (iste)

duljine.

Desno se pro�l malo mijenja i stoga

manje dijelova (druge duljine).



Primjer povr²ine brodskog rebra

Npr.

zadan je pro�l brodskog rebra

iznad vodene linije:

Jednolika raspodjela dijeli

segment na dijelove

jednake duljine

Jednolika raspodjela nije

optimalna zbog "loma".

Na ozna£enom mjestu

aproksimacija pravcem i

parabolom nije primjerena.

i 0 1 2 3 4

5

6

xi 0 53 106 159 212

479

750

yi 24 220 336 441 518

528

538

U tablicu upisujemo visinu rebra (yi ) na

poziciji udaljenoj xi slijeva.

Mnogo je bolje od po£etka podijeliti

segment na mjestu "loma".

Svi podsegmenti ne¢e biti iste duljine,

ali aproksimacija ¢e biti bolja.

Lijevo je pro�l nepravilniji (derivacije!) i

stoga uvodimo vi²e podsegmenata (iste)

duljine.

Desno se pro�l malo mijenja i stoga

manje dijelova (druge duljine).



Primjer povr²ine brodskog rebra

Npr.

zadan je pro�l brodskog rebra

iznad vodene linije:

Jednolika raspodjela dijeli

segment na dijelove

jednake duljine

Jednolika raspodjela nije

optimalna zbog "loma".

Na ozna£enom mjestu

aproksimacija pravcem i

parabolom nije primjerena.

i 0 1 2 3 4 5 6

xi 0 53 106 159 212 479 750

yi 24 220 336 441 518 528 538

U tablicu upisujemo visinu rebra (yi ) na

poziciji udaljenoj xi slijeva.

Mnogo je bolje od po£etka podijeliti

segment na mjestu "loma".

Svi podsegmenti ne¢e biti iste duljine,

ali aproksimacija ¢e biti bolja.

Lijevo je pro�l nepravilniji (derivacije!) i

stoga uvodimo vi²e podsegmenata (iste)

duljine.

Desno se pro�l malo mijenja i stoga

manje dijelova (druge duljine).



Numeri£ka integracija

Metoda srednja to£ka trapez Simpson

Formula M = d · f1 T = d
2 (f0 + f2) S = d

6 (f0 + 4f1 + f2)

Max. gre²ka
(b−a)f(2)(ξ)

24 · d2 (b−a)f(2)(ξ)
12 · d2 (b−a)f(4)(ξ)

2880 · d4

Primjer 1. Pro�l rebra

i 0 1 2 3 4 5 6

xi 0 53 106 159 212 479 750
yi 24 220 336 441 518 528 538



Numeri£ka integracija

Numeri£ka integracija:

3∫
0

sin
(
x
2
)
+2dx

Koristimo raspodjelu na podsegmenata () dok nismo

zadovoljni to£no²¢u

2, 4, 8, . . .

Ukoliko donekle poznajemo skicu grafa funkcije moºemo

presko£iti raspodjele segmenta koji o£igledno ne¢e dati rezultat

traºene to£nosti

Demonstrirati ¢emo ocjenu gre²ke:

a posteriori (iz iterativnog postupka)
a priori (iz teoretske ocjene metode)



Primjer 2.
´ 3
0
sin

(
x2

)
+ 2dx




