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Obicne diferencijalne jednadzbe

Definicija: ODJ

Kod obi¢ne diferencijalne jednadzbe n-tog reda nepoznanica je
funkcija jednog parametra , a jednadzba opisuje meduovisnost:

@ nepoznanice
njene prve derivacije
njene n-te derivacije ,

zadanih velicina ovisnih o parametru



Obicne diferencijalne jednadzbe

Definicija: ODJ

Kod obi¢ne diferencijalne jednadzbe n-tog reda nepoznanica je
funkcija jednog parametra y(x), a jednadzba opisuje meduovisnost:
@ nepoznanice Yy,
@ njene prve derivacije y/,
° ...,
e njene n-te derivacije y(",
@ zadanih veli¢ina ovisnih o parametru x

Spomenutu meduovisnost mozemo zapisati uz pomoé neke funkcije
F kao

y(M =F (x, y, y’,...,y("_1)>

ili uz pomo¢ neke druge funkcije G kao

G <x, y,y/,...,y("fl),y(")> =0



Obicne diferencijalne jednadzbe
.

Metode analitickog rijesavanja ODJ 1. reda

’ Tip ‘ Naziv ‘
y' =g(x)- h(y) Odjeljive (separirane) varijable
y'+g(x)-y = h(x) Linearna ODJ 1. reda
(vidi udzbemk) Homogena ODJ. 1. reda
(vidi udzbenik) Egzaktna ODJ

Svaka metoda analitickog rijesavanja odgovara samo jednom tipu
ODJ. Tipova ima bezbroj. ..



Obicne diferencijalne jednadzbe
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Metode analitickog rijesavanja ODJ 1. reda

’ Tip ‘ Naziv ‘
y' =g(x)- h(y) Odjeljive (separirane) varijable
y'+g(x)-y = h(x) Linearna ODJ 1. reda
(vidi udzbemk) Homogena ODJ. 1. reda
(vidi udzbenik) Egzaktna ODJ

Svaka metoda analitickog rijesavanja odgovara samo jednom tipu
ODJ. Tipova ima bezbroj. ..

Kako rijesiti ODJ 1. reda ako ne poznamo tip i nacin analitickog
rjesavanja?



Polje smjerova

Ako je funkcijaly = f(x! rjesenje diferencijalne jednadzbe prvog reda

=y «

—_——————
koje prolazi nekom tockom (xp,yo), tada je smjer tangente na

krivulju y = f(x) u tocki (xo,y0) dan upravo s F(xp,yp). Kako se
svaka derivabilna funkcija u maloj okolini odabranog argumenta
ponasa kao tangenta, to se i rjeSenje y = f(x) u okolini tocke
(x0,Y0) ponasa priblizno slicno kao pravac koji prolazi kroz tocku
(x0,y0) i ima koeficijent smjera F(xo, o).
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Obicne diferencijalne jednadzbe
oceoo

Polje smjerova

Temeljem ovog razmatranja mozemo napraviti sljedece:

@ odaberimo skup pravilno rasporedenih tocaka (x,y) u onom
dijelu ravnine u kojem trazimo rjeSenje diferencijalne
jednadzbe,

@ kroz svaku od odabranih to¢aka nacrtamo mali dio pravca
(segment) s koeficijentom smjera F(x,y).

Na taj nacin dobili smo polje smjerova (polje izoklina)
diferencijalne jednadzbe y’ = F(x,y). Polje smjerova nam najcesce
daje dobru ideju o izgledu rjesenja - krenemo li od poletnog uvijeta,
mozemo skicirati krivulju y = f(x) koristeci svojstvo da nam u
svakoj tocki nacrtani segment daje smjer kretanja krivulje.



Graficki rijesiti ODJ x’ = sint uz pocetni uvjet y(0) =5

Vector field for 2(t) = ft, x)=sin(t) Flex) = anmt
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Graficki rijesiti ODJ x’ = sint uz pocetni uvjet v(0) =5

B Wector field for x'(1) = sint) and solution curvers
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Primjer: polje smjerova za y’
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Obicne diferencijalne jednadzbe
[3e)

Eulerova metoda

Graficku metodu mozemo lako pretvoriti u numericku (neka racunalo rijesava. . .)

TArGe A FAKC €
S !
Rjesly 4249, +!{ ‘) (x-x,)

mozZemo rijesavati koristeci{terativno za neki mali Ax pocevsi od
x1=aix=x +/Ax X,

+e)=b y() = ()+f(y() 1)- (e —x)

Eulerova metoda demonstrira numericki nacin rjesavanja ODJ.
Postoje bolje numericke metode, a ova je odabrana zbog svoje
jednostavnosti i intuitivnosti.



Obicne diferencijalne jednadzbe
[3e)

Eulerova metoda

Graficku metodu mozemo lako pretvoriti u numericku (neka racunalo rijesava. . .)

y' =f(y,x)uz y(a)=b

mozZemo rijeSavati koristeCi iterativno za neki mali Ax pocevsi od
x1=aix=x +/Ax

y(x)=y(a)+f(y(a),x1) (x—x)

Eulerova metoda demonstrira numericki nacin rjesavanja ODJ.
Postoje bolje numericke metode, a ova je odabrana zbog svoje
jednostavnosti i intuitivnosti.

2

Zadatak. Eulerovom metodom rijesiti y'(t) = x — y(x)* uz pocetni

uvjet y(—1) = 3. Sami odabrati Ax



Zadatak: y' =x—y? uz y(—-1)=3

Eulerova metoda: Ax =0.4, x; = —1, xp = —0.6, y(x2) = y(x1) + f (y(x1), x1) - (2 — 1)

)(_I: —f(/ g(’(q): ’S&/

X,=-1t0.4- -0.6, (a(-o'é); 3*(?1" '51 )'o,?- :'1:32_

X = -0.6#0,%z 0,1 =Te

> J(-o'l):'f'f'(ro.g"o 0.4z~ (?;“73
=-1.¢

Xp=z2.-0140.%=0.7 (o0.5\ _
4 3004 - A L4t Cogar) 0% ) ¢

X

0. (¢
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Obicne diferencijalne jednadzbe
®00

Picardov teorem: ODJ 1. reda

Neka je dana funkcija g : X — R, X C R?i tocka (xo,0) € X i neka
postoji pravokutnik P = [xg — a,x0 + a] X [yo — b, yo + b] takav da

> @ g je neprekidna na P i
—> @ g udovoljava tg\v._\l;i\pﬂc'z_ov/ow/je_tu na P po drugoj

varijabli
h "S {,7 L>0, V(xi,y1) € P,V(x1,y2) €P tako da
71‘ ! \J —
lg(x1,1) —g(x1,y2)| < L|yr—ysl

Tada ODJ 1. redaJ—ms pocetnim uvjetom y(xp) = yo ima

tocno jedno rjesenje 7 s domenom [xo — h,xp + h] i to rjeSenje je
neprekidna funkcija.

Vrijedi h = min {a, %} gdje je M = (Xn}:;ép|g(x,y)|. &

—
—



Obicne diferencijalne jednadzbe
oceo

Picardov teorem: sustav ODJ 1. reda

Neka su dane realne funkcije g1, g2, s domenom X C R3i tocka
(x0,¥¢,¥3) € X i neka postoji kvadar
K =[xo—a,xo+a] x [yd — byt +b] x ... takav da
@ g1, & su neprekidne na K i
@ g1, & udovoljavaju tzv. Lipschitzovom uvjetu na K po svim
varijablama osim prve

IL>0, Y(x1,yi,y?) €K, V(x,yi, y3) €K tako da
|&i(x1, vis v1) — 802, y2, v3)| < L(|vi —ya |+ 2 —¥3])

r_
Tada sustav ODJ 1. reda y% = &1(x.y1,2) s pocCetnim uvjetima
2 = &(x,y1,y2)

yi(x0) = yg
y2(x0) = v§
[xo — h,xo + h] i to rjeSenje su neprekidne funkcije.

ima to¢no jedno rjesenje (fi,%) s domenom

Vrijedi h = min {a, %} gdje je M = max{|g1],|g2|}-



Obicne diferencijalne jednadzbe
ocoe

Zakljucak

ODJ 1. reda uz pocetni uvjet:

© Ponekad moZemo rijesiti analiticki: separirana, linearna, ...



Obicne diferencijalne jednadzbe
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Zakljucak

ODJ 1. reda uz pocetni uvjet:
© Ponekad moZemo rijesiti analiticki: separirana, linearna, ...

@ Uvijek mozemo pokusati uz pomo¢ polja smjerova mozemo
graficki skicirati rjesenje



Obicne diferencijalne jednadzbe
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Zakljucak

ODJ 1. reda uz pocetni uvjet:
© Ponekad moZemo rijesiti analiticki: separirana, linearna, ...
@ Uvijek mozemo pokusati uz pomo¢ polja smjerova mozemo

graficki skicirati rjesenje

© Uvijek mozemo pokusati rijesiti numericki: Eulerova metoda,



Obicne diferencijalne jednadzbe
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Zakljucak

ODJ 1. reda uz pocetni uvjet:
© Ponekad moZemo rijesiti analiticki: separirana, linearna, ...
@ Uvijek mozemo pokusati uz pomo¢ polja smjerova mozemo
graficki skicirati rjesenje
© Uvijek mozemo pokusati rijesiti numericki: Eulerova metoda,

@ Uvijek kada su zadovoljene pretpostavke vrijedi teoretski
rezultat o lokalnom postojanju i jedinstvenosti rjesenja



Sustavi ODJ
®000

Sustav ODJ 1. reda

Ako je zadano nekoliko ODJ 1. reda tada govorimo o sustavu ODJ
1. reda

=ty 0)
—_ yézfé(xmyl?y%"')
- yé:



Sustavi ODJ
oeoo

Sustav dvije ODJ 1. reda

Ako su zadane dvije ODJ 1. reda tada govorimo o sustavu dvije
ODJ 1. reda

y{ = fl(Xu.ylay2)
yé = f2(X7.y17.y2)



Sustavi ODJ
oeoo

Sustav dvije ODJ 1. reda

Ako su zadane dvije ODJ 1. reda tada govorimo o sustavu dvije
ODJ 1. reda ,

[y{E fl(Xu.ylay2)
yé f2(X7.y17.y2)
Sustav mozemo rijesavati numericki: npr. Eulerovom metodom

[)/1(X2) ] _ [ y1(x) ]Jr { fi(xt, y1(x1), y2(x1))

va(xe) | [ ye(xa) f (x1, y1(x1), y2(x)) =)



Sustavi ODJ
oeoo

Sustav dvije ODJ 1. reda

Ako su zadane dvije ODJ 1. reda tada govorimo o sustavu dvije
ODJ 1. reda

y{ = fl(Xu.ylay2)
yé = f2(X7.y17.y2)

ili analiti€ki: npr. ako deriviramo prvu jednadzbu i uvrstimo u drugu
slijedi ODJ 2. reda.



Sustavi ODJ
ooceo

/

. %
P :

rimjer I

=zZ+X

— X

uvrstimo u drugu.

Zapisati ODJ 2. reda koja slijedi ako deriviramg prvy jednadzbu i
/
E,{(= ) +/l \

L
(—ka/l:“}_x-l-/] / ob). 7. Lel4




Sustavi ODJ
oooe

dvije ODJ 1. reda < jedna ODJ 2. reda

Dvije ODJ 1. reda
y'=z+x
Z=y—x

uz pocetne uvjete x =0, y =0, z =0 zapisali smo kao ODJ 2. reda
y'—y =1—x

uz pocetne uvjete y(0) =0, y'(0

Ovo generalno vrijedi: sve sto smo rekli o sustavu ODJ 1. reda
vrijedi i za ODJ viseg reda.




Primjeri ODJ 2. reda
°

Slobodne oscilacije: primjer mase na opruzi
m masa kuglice, k konstanta opruge

2 k Tk
mx + kx =0 ili j—;((t)—i- (t)=0 " tm=2
=" A Ny
- . '\f"_l:., ;‘.4.
rjesenje: ok \E <
ot
x(t) :(Cl cos(a)t)—i-czsin(a)t)\&j{ gr\w
=Acos(0t — @) &
——
| k
gdje je A=/c2+c2 amplituda,jo@ = {/ — kruzna frekvencija i
m
2 .
=arct f,
@ = arctan <C1 fazni pemak.
slika



Prigusene oscilacije: primjer mase na opruzi
® = /k/m kruzna frekvencija, ¢ konstanta trenja, { = ¢/2v/mk faktor prigusenja

Homogena linearna ODJ 2. reda s konstantnim koeficijentima:
2

. . I X 5
ﬂy+fx+bh—0ma§72gwd{+w x=0
:C/m :k/m

karakteristicna jednadzba s rjesenjem:

Pr2lor+w’=0, nr=-(o+wy/{?-1
Bez prigusenja { = 0 dolazimo do rjesenja kao kod slobodnih
oscilacija.

-k»{u)’LXSO 7((-@)1/4('/)(“){#6)



Prigusene oscilacije: primjer mase na opruzi

= \/k/m kruzna frekvencija, c konstanta trenja, { = ¢/2v/mk faktor prigusenja

Homogena linearna ODJ 2. reda s konstantnim koeficijentima:
2,

d2

+2C(o— 0’ x=0 B

2

karakteristicna jednadzba s rjeSenjem: %w*

- r2+2C(0r+0)2:O, r172:—C(1):|:(J)\/C2—1 :EZfJiN’B*

7>

mx+cx+kx =0l

Ako je prigusenje podkriti¢no 0 < § < 1 dolazimo do podkriticnih
prigusenja sa oscilacijama frekcencije @; = /1 — {2 oko
asimptote.

(e (tenfol )y e (565 4 )
A

-

e




Prigusene oscilacije: primjer mase na opruzi

= \/k/m kruzna frekvencija, c konstanta trenja, { = ¢/2v/mk faktor prigusenja

Homogena linearna ODJ 2. reda s konstantnim koeficijentima:

. . d2x 2
mx+cx+kx =0 ili d2+2§a) 0° x=0
:C/m _k/m

karakteristicna jednadzba s rjesenjem: o+ O= A pry
Pr2lor+w’=0, nr=-(o+wy/{?-1
Ako je prigusenje kriticno { =1 sustav se vrlo brzo vraca u

= | lo €"""z0

50




Prigusene oscilacije: primjer mase na opruzi

= \/k/m kruzna frekvencija, c konstanta trenja, { = ¢/2v/mk faktor prigusenja

Homogena linearna ODJ 2. reda s konstantnim koeficijentima:

. . . d2 2
mx—i—cx—l—kx:Ollldz—i—QC(o 0° x=0
:c/m _k/m
karakteristicna jednadzba s rjeSenjem: 2 ydige

rPr2lor+w’=0, np= —Ca)j:wl_______l\/gi;il L0
Ako je prigusenje nadkriti€no § > 1 sustav se polagano’vraéa u
ravnotezni polozaj (asimptota).

¢
‘1(»«\: c, et 4 c e y*



Primjeri ODJ 2. reda
oce

Graficki prikaz rjesenja za razlicite faktore prigusenja




Prisilno titranje: vanjska periodi¢na pobuda

o vlastita frekv. oscilatora, § faktor prigusenja, M,, moment pobude, ®, frekv. pobude

Nehomogena linearna ODJ 2. reda s konstantnim koeﬁcijentima'
//~_
x+2<:a)x+co x ="M, cos a)v @ 04w,

Njeno rjesenje je zbroj partikularnog rjesenja nehomogene i opceg
rjeSenja pripadne homogene jednadzbe: x(t) = xp(t)+ xp(t).
Partikularno rjesenje odreduje odgovor sustava na pobudu:

- xp(t) = t* (Acos(w, t) + Bsin (w,t)), za neke realne Ai B
= Ct*cos (o, t — o)

B
gdje je C = A2+ B2 amplituda, a = arctan (A> fazni pomak, a
k je kratnost odj0+ @, medu rjesenjima karakteristine jednadzbe:

A 2 2: — _ 2
D rP42lor+0*=0, no lot+twy/E2-1




Rezonancija

Prisilno titranje s periodicnom pobudom:
%+ 2L wx + @*x = M, cos (@, t)
za ®, # 0+/1— {2 ima partikularno rjesenje
xp(t) = Ccos(mw,t— ) \b@ﬂ/
za @, = a)m ima partikularno rjesenje

t)= os(w,t— )

xp(
]l

Rezonancija nastaje kada je frekvencija pobude @, jednaka
frekvenciji sustava /1 — 2. O¢cituje se u rastué¢im amplitudama
oscilacije sustava, unato¢ umjerenoj snazi pobude.



Primjeri ODJ 2. reda
oceo

Mathieu efekt — parametric resonance

On 1 October 1980 the RO/RO (roll-on/roll’ off) ship Finneagle
was close to the Orkney Islands and sailing mfollowing seas, that is
with waves travelling in the same direction as the ship. All of a
sudden three large roll cycles caused the ship to heel up to 40°. It is
assumed that this large angle caused a container to break loose.
Trimethylphosphate leaked from the container and reacted with the
acid of a car battery. Because of the resulting fire the ship had to
be abandoned. (page 204, A.B. Biran, Ship Hydrostatics and
Stability, Butterworth-Heinemann (Elsevier), 2003.)



Primjeri ODJ 2. reda
ocoe

Primjeri

Rezonancija plime i oseke
Elektricna rezonancija
Akusti¢na rezonancija
Rusenje mosta Tacoma

ViSe primjera na http://en.wikipedia.org/wiki/Resonance.



