
ODJ drugog reda

Ako se u nekoj jednadºbi javlja derivacija nepoznate funkcije jedne varijable, ta jednadºba naziva se obi£na

diferencijalna jednadºba (ODJ). Na primjer.

f ′(x)2 + f ′′′(x) · (x+ 3) = f ′′(x).

Najve¢a derivacija odre�uje stupanj ODJ. Na primjer, prethodno navedena ODJ je 3. reda.

Primjer ODJ 2. reda:

xy′′ + y′ − x = 0.

Danas ¢emo upoznati poseban tip ODJ drugog reda koja se nazova linearna ODJ 2. reda s konstantnim

koe�cijentima.

Ponovimo neke termine koje smo upoznali ranije rije²avaju¢i ODJ 1. reda.

Partikularno rje²enje ODJ je naziv za bilo koje speci�£no rje²enje odre�ene ODJ.

Op¢e rje²enje ODJ je naziv za skup svih rje²enja odre�ene navedene ODJ.

Eulerov zapis kompleksnog broja

Eulerova formula:

eit = cos t+ i sin t, t ∈ R

omogu¢uje nam da sa kompleksnim eksponentom poistovjetimo:

ex+iy = ex · eiy = ex (cos y + i sin y) , x ∈ R, y ∈ R.



Linearna ODJ 2. reda s konstantnim koe�cijentima

Zapis:

y′′ + ay′ + by = g(x), a, b ∈ R

Ova jednadºba se jo² naziva homogenom linearnom ODJ 2. reda s konstantnim koe�cijentima kada je

g(x) = 0.

Prvo ¢emo prona¢i rje²enje za homogenu linearnu ODJ 2. reda s konstantnim koe�cijentima , a zatim ¢emo

se upustiti u rje²avanje op¢eg slu£aja linearne ODJ 2. reda s konstantnim koe�cijentima : kada g(x) 6= 0.

Teorem 7.3.1 Ako su y1 = f1(x) i y2 = f2(x) dva rje²enja linearne homogene ODJ 2. reda s konstantnim

koe�cijentima onda je i y = c1f1(x) + c2f2(x), c1 ∈ R i c2 ∈ R opet rje²enje te jednadºbe.

Dokaz.



De�nicija. Re¢i ¢emo da su dva rje²enja y1 = f1(x) i y2 = f2(x) linearne homogene ODJ 2. reda s konstant-

nim koe�cijentima linearno nezavisna ako:

iz c1f1 + cf2 = 0 nuºno slijedi c1 = c2 = 0.

Teorem 7.3.2 Ako su y1 = f1(x) i y2 = f2(x) dva linearno nezavisna rje²enja linearne homogene ODJ 2.

reda s konstantnim koe�cijentima onda je op¢e rje²enje iste jednadºbe y = c1f1(x) + c2f2(x).

Dokaz.



De�nicija. Za homogenu linearnu ODJ 2. reda s konstantnim koe�cijntima

y′′ + ay′ + by = 0

njezina karakteristi£na jednadºba sa nepoznanicom r je

r2 + ar + b = 0.

Rje²enje karakteristi£ne jednadºbe dano je formulom r1,2 = −
a

2
±
√
a2 − 4b

2
.

Teorem 7.3.3 Ako karakteristi£na jednadºba homogene linearne ODJ 2. reda s konstantnim koe�cijentima

ima dva realna rje²enja r1 i r2 tada je op¢e rje²enje promatrane homogene linearne ODJ 2. reda s

konstantnim koe�cijentima

y(x) = c1e
r1x + c2e

r2x.

Dokaz.



De�nicija. Za homogenu linearnu ODJ 2. reda s konstantnim koe�cijentima

y′′ + ay′ + by = 0

njezina karakteristi£na jednadºba sa nepoznanicom r je

r2 + ar + b = 0.

Rje²enje karakteristi£ne jednadºbe dano je formulom r1,2 = −
a

2
±
√
a2 − 4b

2
.

Teorem 7.3.3 Ako karakteristi£na jednadºba homogene linearne ODJ 2. s konstantnim koe�cijentima reda

ima dva kompleksna rje²enja r1 = α − βi i r2 = α + βi tada je op¢e rje²enje promatrane homogene

linearne ODJ 2. reda s konstantnim koe�cijentima

y(x) = c1e
r1x + c2e

r2x = eαx (k1 cos (βx) + k2 sin (βx)) .

Dokaz.



Teorem 7.3.4 Op¢e rje²enje homogene linearne ODJ 2. reda s konstantnim koe�cijentima

y′′ + ay′ + by = 0

u slu£aju kada njena karakteristi£na jednadºba ima samo jedno realno rje²enje r = −a
2
jest

y(x) = c1e
rx + c2xe

rx.

Dokaz.

Primjer 7.3.4 (udºbenik str. 360) Prona¢i op¢e rje²enje: y′′ + 4y′ + 4y = 0.



Prona²li smo na£in rije²avanja homogene linearne ODJ 2. reda s konstatnim koe�cijentima , zato se sada

moºemo upustiti u rje²avanje op¢eg slu£aja linearne ODJ 2. reda s konstantnim koe�cijentima :

y′′ + ay′ + by = g(x), a, b ∈ R

Teorem 7.3.5 Op¢e rje²enje linearne ODJ 2. reda s konstantnim koe�cijentima moºe se dobiti pribrajanjem

jednog njenog partikularnog rje²enja i op¢eg rje²enje pripadne homogene ODJ s konstantnim koe�cijen-

tima .

Dokaz.



Sada odgovaramo na pitanje: kako prona¢i jedno partikularno rje²enje linearne ODJ. 2. reda s konstatnim

koe�cijentima?

�injenica. Partikularno rje²enje linearne ODJ 2. reda s konstatnim koe�cijentima

y′′ + ay′ + by = eαx (Pm(x) cos(βx) +Qn(x) sin(βx))

gdje su a, b, r i γ realni brojevi, a Pm(x) i Qn(x) polinomi stupnja m i n moºe se na¢i u obliku

y(x) = xkeαx (SN(x) cos(βx) + TN(x) sin(βx))

gdje je su SN i TN polinomi stupnja N = max {m,n}, a k je tzv. kratnost od α + iβ me�u rje²enjima

karakteristi£ne jednadºbe r2 + ar + br = 0 i iznosi:

• k = 0 kada α + iβ nije me�u rje²enjima karakteristi£ne jednadºbe r1,2 = −
a

2
±
√
b2 − 4a

2
,

• k = 1 kada postoje 2 razli£ita rje²enja karakteristi£ne jednadºbe, a α+ iβ je upravo jedno od njih,

• k = 2 ako je β = 0, a r = −a/2 = α upravo jedno i jedino rje²enje karakteristi£ne jednadºbe.

�� ��Polinome SN i TN traºimo metodom neodre�enih koe�cijenata i uvr²tavanjem u polaznu ODJ.



Primjer. Rije²iti diferencijalnu jednadºbu: 4y′′ − y = 2x sinx.

Provjeri dobiveno rje²enje!



Primjer. Rije²iti diferencijalnu jednadºbu: 4y′′ − y = 2x sinx.

Provjeri dobiveno rje²enje!



Primjer. Rije²iti diferencijalnu jednadºbu: 9y′′ − 6y′ + y = xe−x uz po£etne uvjete y(0) = 0 i y′(0) = 1.

Provjeri dobiveno rje²enje!



Primjer. Rije²iti diferencijalnu jednadºbu: 9y′′ − 6y′ + y = xe−x uz po£etne uvjete y(0) = 0 i y′(0) = 1.

Provjeri dobiveno rje²enje!



Teorem 7.3.9 Ako je u linearna ODJ 2. reda s konstantnim koe�cijentima izgleda

y′′ + ay′ + by = g1(x) + g2(x) + . . .+ gn(x)

tada je njezino posebno (partikularno rje²enje) zbroj od po jednog posebnog (partikularnog) rje²enja

svake pripadne jednadºbe

y′′ + ay′ + by = gj(x), j = 1, . . . , n

Dokaz.



Primjer 7.3.5 (udºbenik str. 361) Rije²iti y′′ − y = −x + 1 i odredimo posebno rje²enje koje udovoljava

po£etnom uvjetu x = 0, y = 0, y′ = 0.

Provjeri dobiveno rje²enje!



Primjer. Rije²iti diferencijalnu jednadºbu: y′′ − 2y′ − 3y = e3x + 1.

Provjeri dobiveno rje²enje!



Primjer 7.3.6 (udºbenik str. 362) Rije²iti diferencijalnu jednadºbu: y′′ + 2y′ + 5y = x2e3x + sin (2x).

Provjeri dobiveno rje²enje!



Primjer. Rije²iti diferencijalnu jednadºbu: y′′ − y = x2 − xex.

Provjeri dobiveno rje²enje!



Primjer. Rije²iti diferencijalnu jednadºbu: y′′ − 2y′ = 2ex s po£etnim uvjetom x = 1, y = −1, y′ = 0.

Provjeri dobiveno rje²enje!



Primjer. Rije²iti diferencijalnu jednadºbu: y′′ + y = 2x− π s rubnim uvjetima x = 1, y = 0 i x = π, y = 0.

Provjeri dobiveno rje²enje!


