ODJ drugog reda

Ako se u nekoj jednadzbi javlja derivacija nepoznate funkcije jedne varijable, ta jednadzba naziva se obi¢na
diferencijalna jednadzba (ODJ). Na primjer.
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Najveca derivacija odreduje stupanj ODJ. Na primjer, prethodno navedena ODJ je 3. reda.

Primjer ODJ 2. reda: N

' +y —x=0.
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Danas ¢emo upoznati poseban tip ODJ drugog reda koja se nazova linearna ODJ 2. reda s konstantnim
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koeficijentima.

Ponovimo neke termine koje smo upoznali ranije rijeSavaju¢i ODJ 1. reda.
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Partikularno rjeSenje ODJ je naziv za bilo koje specifi¢no rjeSenje odredene ODJ.
Opée rjesenje ODJ je naziv za skup svih rjeSenja odredene navedene ODJ.
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Eulerov zapis kompleksnog broja

Eulerova formula:

N e = cost+ isint, teR
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omogucuje nam da sa kompleksnim eksponentom poistovjetimo:




Linearna ODJ 2. reda s konstantnim koeficijentima

Zapis:
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Ova jednadzba se jo$ naziva homogenom linearnom ODJ 2. reda s konstantnim koeficijentima kada je

g9(x) =0.

Prvo ¢emo pronaéi rjeSenje za homogenu linearnu ODJ 2. reda s konstantnim koeficijentima , a zatim ¢emo

se upustiti u rjeSavanje opceg slucaja linearne ODJ 2. reda s konstantnim koeficijentima : kada g(x) # 0.

Teorem 7.3.1 Ako su y; = fi(z) i yo = fo(z) dva rjeSenja linearne homogene ODJ 2. reda s konstantnim
it

koeficijentima onda je iw,jcl € R1i ¢y € R opet rjeSenje te jednadzbe.
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Definicija. Re¢i ¢emo da su dva rjeSenja y; = f1(z) i yo = fo(2) linearne homogene ODJ 2. reda s konstant-

1
nim koeficijentima linearno nezavisna ako: ﬁf‘o) 0 ‘{4()(); s (%) /- cy k]
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Teorem 7.3.2 Ako su y; = fi(z) i y2 = fo(z) dva linearno nezavisna rjeSenja linearne homogene ODJ 2.

reda s konstantnim koeficijentima onda je opce rjeSenje iste jednadzbe y = c¢; fi(x) + cafo(x).
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Definicija. Za homogenu linearnu ODJ 2. reda s konstantnim koeficijntima
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Definicija. Za homogenu linearnu ODJ 2. reda s konstantnim koeficijentima
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njezina karakteristi¢na jednadZba sa nepoznanicom 7 je
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RjeSenje karakteristi¢ne jednadzbe dano je formulom r o = —g + QT. )b = 5 a
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Teorem 7.3.3 Ako karakteristi¢na jednadzba homogene linearne ODJ 2. s konstantnim koeficijentima reda

ima dva kompleksna rjeSenja r1 = a — 1 i 19 = «a + (i tada je opce rjeSenje promatrane homogene
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linearne ODJ 2. reda s konstantnim koeficijentima
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Teorem 7.3.4 Opce rjeSenje homogene linearne ODJ 2. reda s konstantnim koeficijentima
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u slucaju kada njena karakteristicna jednadzba ima samo jedno realno rjesenje r = ) jest
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Primjer 7.3.4 (udzbenik str. 360) Pronaci opée rjesenje: @—k 4y’ + 4y = 0.
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Pronasli smo nacin rijeSavanja homogene linearne ODJ 2. reda s konstatnim koeficijentima , zato se sada

mozemo upustiti u rjesavanje opceg sluc¢aja linearne ODJ 2. reda s konstantnim koeficijentima :

(‘¥> v+ ay + by = g(x), a,b€R

1
Teorem 7.3.5 Opce rjeSenje linearne ODJ 2. reda s konstantnim koeficijentima moze se dobiti pribrajanjem

Qednog njenog partikularnog rjesenja lopceg rjeSenje pripadne homogene ODJ g konstantnim koeficijen-

tima .
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Sada odgovaramo na pitanje: kako pronaci jedno partikularno rjeSenje linearne ODJ. 2. reda s konstatnim

koeficijentima?

Cinjenica. Partikularno rjesenje linearne ODJ 2. reda s konstatnim koeficijentima

iy = () o5 + Q) in )
q (x)

gdje su a, b, r i v realni brojevi, a P, (z) i Q,(z) polinomi stupnja m i n moze se na¢i u obliku

y(r) = 2% (S () cos(Bz) + T () sin(Bz))
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gdje je su Sy i Ty polingmi stupnja N = max {m,n}, a k je tzv. kratnost od « + i medu rjesenjima
N
karakteristicne jednadzbeyr? 4 ar + br = 0,i iznosi:
a Vb —4da

e k=0 kada o + ¢/ nije medu rjeSenjima karakteristicne jednadzbe 7,5 = —5 + — g

e k& =1 kada postoje 2 razli¢ita rjeSenja karakteristi¢ne jednadzbe, a o + i je upravo jedno od njih,

e k=2akoje f=0,ar=—e2=qupravo jedno i jedino rjesenje karakteristicne jednadzbe.

[Po]inome Sy i Ty trazimo metodom neodredenih koeficijenata i uvrstavanjem u polaznu ODJ ]




Primjer. Rijesiti diferencijalnu jednadzbu: 4y” —\y = 2z sinz. /'g} 3 = y,o"' Ju
HO”OGGVA) OD)
f
4 j(—l - yu =0

|
du o P

oy
KALA Kkekngm
Y,
le+O(f74, =

J

{

A

7
é/)( ";_X
G- e eyl

b %X’@*ﬁ’q’w’ﬂ)‘* DMx—r(CH?Q con X

(&+C+D>&> enx t (D’A'&X)Wx

V1

T = Domx -(Becix) s+ (-B) max + (V*A’@x) X

p=
= (D-A N (AR -C Px ) A x
/oy X
) ¢ 97
(,LD,A,V,A mx+(/1'5’f—0*)wxf%[(AHSX)%H(HDQWX} >
~—— — T zz 1A
A X

(D/A—%x-ia—i%*\ eos x4(-2B-COx-Ledpu) arx = 5

Provjeri dobiveno rj eéenje% A

A\
!
\

£\
D
0
P
Nl \ V\\‘Q
v\\l\

- 90 A
2.(%5)-2A=0 & th-A-Zazo -0 —;49 =
A
s 13 ’ 2-<-le =o
A B
Az ,L/ =0



orce ESeSTML  poLazre o0y ;

( iX LX
‘é(y): CJPQ)«—‘QH(,«):, L/%x/%x% X+ €, & wC g

1D

Provjeri dobiveno rjeSenje!
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Primjer. Rijesiti diferencijalnu jednadzbu: 9y” — 6y + y = xe™* uz pocetne uvjete y(0) =01 y'(0) = 1.
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Provjeri dobiveno rjeSenje!
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Provjeri dobiveno rjeSenje!



Teorem 7.3.9 Ako je u linearna ODJ 2. reda s konstantnim koeficijentima izgleda

Y +ay +by=gi(z) + g2(z) + ...+ gn(2)

tada je njezino posebno (partikularno rjeSenje) zbroj od po jednog posebnog (partikularnog) rjeSenja
svake pripadne jednadzbe

Y +ay + by = g;(x), j=1,...,n

Dokaz.
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Primjer 7.3.5 (udzbenik str. 361) Rijesiti y’ —y = g:?i odredimo posebno rjesenje koje udovoljava
Lz

pocetnom uvjetu z =0, y =0, y = 0.
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Provjeri dobiveno rjeSenje!



Primjer. Rijesiti diferencijalnu jednadzbu: y” — 2y’ — 3y = e3* + 1.

Provjeri dobiveno rjeSenje!



Primjer 7.3.6 (udzbenik str. 362) Rijesiti diferencijalnu jednadzbu: y” + 2y’ + 5y = x%e>* + sin (2x).

Provjeri dobiveno rjeSenje!



Primjer. Rijesiti diferencijalnu jednadzbu: y” —y = 2% — xe®.

Provjeri dobiveno rjeSenje!



Primjer. Rijesiti diferencijalnu jednadzbu: y” — 2y’ = 2e” s pocetnim uvjetom z =1, y = —1, ¢/ = 0.

Provjeri dobiveno rjeSenje!



Primjer. Rijesiti diferencijalnu jednadzbu: y” +y = 2x — 7 s rubnim uvjetima z =1, y=0iz =7, y = 0.

Provjeri dobiveno rjeSenje!



